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��� ����� ���	�	�	 �
 � �
��� ����� ����������%

������� ����������	 ��� ��� �� ��
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 ��������� ���	�	 ���	� �����
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	��! ��� ���� �����!����� ����
!�
���� ������ ��!������ '() �	 ���� �	 ��� ��	 ���
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1� ����� �� 
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�
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��� ������� �� ����� �� ���	 	�
�� �	 
���
�����
�	 
�����	� ��� ��� �����	����� �
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�% ��� (N − 1) 
�����	����� 
���	��"���� �������� 	���� "����� ��� ���
M  �����	����� �� "����� �� ���� t ��� ������� �� st%
ct ��� bt% ��	�����"���% ����� M < N �	 �� ���	����
��� ��� ��������� �������	 ��� ������� ���� ��� ��



"������ 1� ���	 	�
��% �� �		
�� ���� ��� �� "����� �	
���	����% ���� �	% ��� 	��
 ��!���0����� �
 ��� �� "�����
�	 #��	���� ����% ��� N  �����	����� "����� (st, c

T
t )T

�	 ��� 	���� "����� ��� �	 
������ �	(
st+1

ct+1

)
= A

(
st

ct

)
+ b, �(�

����� A �	 ��� 	���� ����	����� �������
1� �	 ��"��
	 ���� �� ��������� ���� 	����	 ���� �� 

���� N �	 ������
��� �
 A �3
��	 �� ��� 	��
� ������

S ≡
(
0N−1 IN−1

1 0T
N−1

)
�*�

��� b �	 �
��% ����� In ��� 0n ��� ��� n �����	�����
�������� ������ ��� ��� n �����	����� �
�� "�����% �� 
	�����"���% ��� T ������	 ��� ����	��	����� �
 � ������
�� � "������

� ��������	� ����! 
	� ����	����� ���"

�����

7� #�	� ������
�� ��� ���������	 �� ��� ����	�����
������ A 
���� ����� ��� ����� ��� ����
��	 ���
	����� ��������� �������	 ���� ������ N % �		
���!
b = 0M � ���	 ������� �	 ��� ��	� 	���� �� ����
��	 ��
�		������ ����!
��� �� A ��� ��� �������� 	���� ct� 1�

���% ��� ����� ����
��	 ��� 	��� �
��
� ���� ���
�������� 	���� �	

c′t ≡
(

1 0T
N−1

0N−1 Q

) (
st

ct

)
�+�

��	���� �
 (st, c
T
t )T ���

A′ ≡
(

1 0T
N−1

0N−1 Q

)
A

(
1 0T

N−1

0N−1 Q−1

)
�,�

��	���� �
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sT
t ≡ (

st st+1 · · · st+N−1

)
. �8�

1� 
���%

st = C

(
st

ct

)
�.�

����	 ��
� 
��� �(� �����

C ≡

⎛
⎜⎜⎜⎝

(A0)1
(A1)1

���
(AN−1)1

⎞
⎟⎟⎟⎠ =

(
1 0T

N−1

a′ A′′

)
, �6�

(Ak)1 �	 ��� #�	� ��� �
 Ak% ��� a′ ��� A′′ ��� � �������
"����� ��� � ������� ������� 9	��! ��� ����!
��� �

ct ��� A% �� 	�� Q = A′′−1 �� �+� ��� !��

C =
(

1 0T
N−1

a IN−1

)
�:�

C−1 =
(

1 0T
N−1

−a IN−1

)
. �;�

<��� �.�% �(� �	 ��������� �	

st+1 = CAC−1st �(=�

��� ����

St+1f t+1 = CAC−1Stf t �((�

�����

f t ≡ S−tst. �(*�

����� st ����! ���������� �	 �3
�"����� �� f t ����! ��� 
	����% ��	 ��������� �	 ��	������ �	 CAC−1 = S% ����
�	% A = C−1SC ��

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1 1 0 0 · · · 0
−a2

1 + a2 −a1 1 0 · · · 0

−a1a2 + a3 −a2 0 1
� � � 0

−a1a3 + a4 −a3 0 0
� � � 0

���
���

���
� � �

� � �
���

−a1aN−1 + 1 −aN−1 0 0 · · · 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
�(+�
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�
�	���
���! ���	 
�� �(�% �� !��

st+1 = a1st + ct �(,�

ct+1 = (−a2
1 + a2)st − a1ct + ct+1 �(8�

ct+2 = (−a1a2 + a3)st − a2ct + ct+2 �(.�

��� �(6�

ct+N−1 = (−a1aN−1 + a3)st − aN−1ct + ct+N−1

�(:�

��� ��� 	��� ak = 0 
�� k = 1, . . . , N 
��� ��� ���� 
������� �
 st� ���	 ����	 C = I ��� ����� A = S�
<��� ��� ����!
��� �� �+�%

A =
(

1 0T
N−1

0N−1 Q−1

)
S

(
1 0T

N−1

0N−1 Q

)
�(;�
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��	
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�	%

t+N−1∑
τ=t

sτsT
τ �*=�
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��� ��������� ������� ��� ����� ����
��	� 7���
b �	 ���	����% ��� 	���� "����� �	 
������ �	

(
st+1

ct+1

)
= A

(
st

ct

)
+ b �*(�

(
st+2

ct+2

)
= A2

(
st

ct

)
+ Ab + b �**�

��� �*+�(
st+N

ct+N

)
= AN

(
st

ct

)
+

N−1∑
j=0

Ajb =
(

st

ct

)
. �*,�

>�����! ��� #�	� ������� �


k−1∑
j=0

Ajb �*8�

�� ��� (k−1)	� ������� �
 b′% ���� �	% b′ = LCb �����

L ≡

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 · · · 0 0

1 0
� � � 0 0

1 1
� � � 0 0

���
� � �

� � �
� � �

���
1 1 · · · 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

�*.�

��� C �	 ��#��� �� �6�% ����

st = C

(
st

ct

)
+ LCb �*6�

����	 ��
�% ����� ����	 ��

st − LCb = C

(
st

ct

)
. �*:�

2����% �*(� �	 ��������� 
	��! �(*� �	

f t+1 = S−t−1CAC−1Stf t + (L − CAC−1L + I)Cb.
�*;�

���	 ����	

f t =
1

1 − c
(L − CAC−1L + I)Cb �+=�

�	 ���	���� ���� CAC−1 = cS 
�� |c| < 1�

7��� f t �	 � ���	���� "����� f % ���"��	���%

(
I − S−t−1CAC−1St

)
f = (L − CAC−1L + I)Cb

�+(�

����	 ���

B ≡ I − S−t−1CAC−1St �+*�

���	 ��� ������ �� t% ����� ��� ��� ��!��"��
�	 �
 B
�
	� �� �� (0, 2)� �
�	���
���! t = 0% �� !�� S(I −
B) = CAC−1 ��� �����

I − B = S−t−1CAC−1St �++�

= S−t(I − B)St �+,�

�	 � ���	���� ������� ���	 ����	 ���� I −B ���� ��	�
B� �	 � ������ �������0 �������

& �������� ��	
������ 	
 ����

��� ����� ������	 ��� ���� ��!������ �� �����
!�"�� ��������� �������	% ����� �����������	 � �� 
�
����� ������� �� � ������� ��� �
 #���� ���!�� ���
������	 ��� ����� ���� �����!����� ��!������ '()� 1�
���	 	������% �� ��	�
		 ��� ��� �������0�� �����
�����	 ��� �������	 ���� ��� ���� ��!�������

>�� ��� ����	����� ������ � �� ��"���� �� 
�
� ��� 
������	 �	

A =
(

a11 aT
12

a21 A22

)
, �+8�

����� �� �		
�� ���� A 	���	#�	 �(;�% ���� �	% ���	 �	
��� !���� ��� ����	����� ������ �� ��� �������! ���	�
�� ���� t �	 ������� �� Â ��� ����� ���������	 ��

Â =
(

â11 âT
12

â21 Â22

)
. �+.�

���� ���� �� ���� ��� 	
�	����� t 
�� 	����������



��� ���� ��!������ �� ��� ����� �����������
��� ���
����� ������� �� ��� ����� ������� �������%
���� �	%

st+1 = a11st + aT
12ct �+6�

= a11st + aT
12a21st−1 + aT

12A22ct−1, �+:�

ŝt+1 = â11st + âT
12ct �+;�

= â11st + â12â
T
21st−1 + âT

12Â22ct−1. �,=�

��� ������	 ��� 	�����	� ��	���� ������ �� ��� 	3
����
����� ε(Â) = (ŝt+1 − st+1)2/2�

����� �+:� ��	 ����	 �
 ��� 	����� ����� ���� �� 
	���� �� Â% � ������ �����	�	 �	 ��?�
��� �����
���% ��
��"��� �� ��� ����	/ &�� �	 a11 ��� a12 ��� ��� �����
�	 a21% A22% 	���� ��� ������ ������	 "�� ct�

<��� �+6� ��� �+;�% ��� ���� ��!������ 
�� a11

��� a12 �	 �����		�� �	

Δ
(

â11

â12

)
= −η

(
st

ct

) (
st cT

t

) (
â11 − a11

â12 − a12

)
�,(�

��� ��� �� 	���� �� ���� (â11, â
T
12) ���"��!� ��

(a11, a
T
12) ���� ��� �		
������ �*=� �	 	���	#�� ���

η �	 ������������� 	�����
1� ��� �����	�	 �
 (â21, Â22) ��	�� �� �+:�% �� �	 

	
�� ���� (â11, â
T
12) ������� ���"��!�	 �� (a11, a

T
12)%

���� �	%

ŝt+1 − st+1 = aT
12(â21 − a21)st−1

+ aT
12(Â22 − A22)ct−1. �,*�

����% ��� ���� ��!������ 
�� â21 ��� Â22 �	 �� 
���		�� �	

Δ
(
ã21 Ã22

)
= −ηa12a

T
12

· (â21 − a21 Â22 − A22

) (
st−1

ct−1

) (
st−1 cT

t−1

)
.

�,+�

�����
���% 
���� ��� �		
������ �*=� (â21Â22) 	���	
���� �� 	���	#�	

aT
12

(
â21 Â22

)
= aT

12

(
a21 A22

)
, �,,�

����� ����	 ����
(
â21 Â22

)
���	 ��� ���"��!� ��(

a21 A22

)
�

' %	������	�� ��� (�������	��

��� �����	�	 	� 
�� ��"���	 ���� ��� �		���� �
 ���
����� ��� �� ��� 	��
� ��������% ����� �������	 ���

��	
�� �� 4����� ��� �
���� "��� ����� 2���"��% ���
�����	�	 ��	�� �� ��� ������ ������������� �	 �������%
�	 	���� �� ��� ���"��
	 	������% 	���� ��� �����
������ ����� ��� �������	 �� ��� ���� ��!�������
$��� �����	�"� �����	�	 �	 �
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