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	� �� ���	 	����
 � 	����� ���
����� ��������� ���� �	 �������� �	 � ������
 �����
���� ���� ��� ���� ���� ��	��������� �����	��� � ����
������� ��� ��� ��		������� �� ��� ����	����� �������
��� ����	�  �� ����������	��� ���� ������ ���� ���
���		���� ���������
 ����� �	 ��� �� ��� ��	� �������
��������� �� 	���������� ������
	
 	���	 ��� �!������
��� ���		���� ��������� �	
 �������� �� ���� ���� ����
��� �������� ����������

� �	���������	

 ���� ���� ���� 	������ ����������� ��	���	 �� ���
���������	 �� ������� ���������	 ���	�
 	��� �	 ���
	������� ������� "#
$% ��� ��� �	�������� ������ "&'
(%� )������
 ��	 ��� ��� ������*��	+  ��� ,�� �
���� ��� ��� ������� 	������� �� � 	���� ����� -���
� 	������� �	 ������ � .��	��������� 	��������  ��
����� ��	���	 �� ��� 	��� �� �/����� ��� ��	 ���
���� .��	��������*��	�
 ��	 	���� ��
�	 ������� �������� �� ���	 �������0

1� ������ � �� �	 � ������

 ����� � ���� �	 � ��		��
��� 	�� �� ����������	
 ��� ����	������ ��� ������������
�� ��� ������
 ���� � ������
 ���������� ����� �� �����
2�����
 �����	�	 ��	 �������� ��������� ���� ������
���� �	 � ��� ������ �� �����*� ������/ ���������
�� ��� �����
 ����� ��� ��������� ��� ���������	 ����
���� ����� �� ���� ���� ������
	 "3'4%0 5�� �	 ���
������ �� �	 � 	���������� ������

 ����� ����	 ����
� ������
 	����������	�� ��	 ���	� ����� ����������	
��� 	���� ������	� ��	�����	�  �� ����� �	 � 	���������
������

 ����� ����	 ���� ��� ��	��������� �� ��� ���
���	 �� ����	 �� � ������
 ��	 � ���� ���� ������� ���
����� ����
1� 	��� ����� �� ��� ������ ���������  ��� �	


�� ������������ ������ ��� ����������	��� ���� ������
�678� ν
 ��,��� �	 ��� 	�����	� ���� ������ �-78�

������� ��� ����	 �������� ���� ��� ��		���� ����	�
-���� �� �	 �/������ ���� � �� ���� � 	������ 678
��
�	 � 	������ ���� �� ,�� � 	�������
 �� 	�� ��� ���
��� ��	�� ������� ���������	 �� ��	
 ���		���� ���
��������
 �!��� ��� 678�

� ������� �� ��	���� ���������


�������� ���� �������	 �� ��	 ���� ���� �����	��
	���� ��� �������� �� ��	 ���� "#
 $%
 �� �����*� ���
	�����	� ��	� �	 ���������� ������
9��� ���������� ���	�	�	 �� � ������ 	�.����� ��

������ L�  ��� �	
 �� ���� 2L 
���	 �� ����������	�
� 	�� �� ����������	 ��,��	 � ����������� 1� �		���
���� ���� ���������� ��	 ���� ��� ����������	 �� ,�	�
��� ���	���� ���� ������� ��	�	 ������  ���
 ��� ����
�������� �� ��� ��!����� ����������	 ������	

N ≡ 2L−1(2L − 1). �#�

1��� ��� ���������� �������	
 � ���������� ������	
�� ��� �� ��� ��� ��	�� ������� ���������	
 ���������
���		���� �� ���������  �� ������ �������� ����	�	
��� ���		���������� ���� L − 1 ���������	 ��� �/�
������	 ��� ���	 ��������� ���� ��� �����
 ����� ���
������ �������� ����	�	 ��� �� 2L ���� ��� �����
��	�����	� �� ��� ��� ����������	 ��� ������	 ��	 ���
���� 0 �� 1 �� ���� ���	�� 2��� ���� �� �� ��� �����
��� ,���		 �������� �����	� �� ��� ���� ���	�������
��� ��		������� �� ���������������	����� ���� ��� �� �
���������� �� ������� �� ��� ��/� �����������
1� ������ � ���������� �	 � ���� �� � �� ����

���
� )����
 ��� ������
 ��	 N ����	�  �� ����	
��� ���
�� �� �� ���� �� ��� ���� �� ��� �� ��� ���
����	 ��� ������ �� ��� ����� �� � ��������� ���		����
�� �������� ��������� �:��� #��
�� � ������
 ���	�	�	 �� ���� ��� ����	 ���� ���

������
 �� �	 � ������� �� ��� 2L������	����� ���������
�����	� �� ���������� �	 �� L���� 	�.����� ��� � �����
������ ���	�	�	 �� ��� ����������	�  ��������
 ��� �����
������ �� ��� ��� ��	����� ����	 �	 ��� 	��� �	 ���
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:����� #0 � ���� �� ��� ������
 �� � ������� ����������

;�������� ��	�����
 ���� �	
 L �� ��������  ��	 ����	
���� �� ���� L ����������	 �� ����� � .��	���������
���������� ���� �� ������� ����
5� ��� ��������
 ��� ����	 ���� ���		���� ��� 	�����

���	 �� ��� ������
 ����� ������ ���	 ��� ������ ��
����� �� �	 ��
��� ���� ���	� 	�������	 ������ ��	 ��
,�� � .��	��������� 	������� �� � 	���� �����  ��
�����	� �� ���	 	���� �	 �� �������� .������������� ���
���	� 	�������	 ���
 �� 	������ ��� 678 ��� �� �������
����� �!���	 �� ��	�

� ��
�
�����
��� �
�� ��	���

�� ���� ��	�	 �� ������
 �����	�	
 ��� 678 �	 ���
��������� ���������� ���� ��� ��������� ���� ����������
)������
 ��� 678 �� ��� �� ������
 ������� ���� ���
�� ������� ������������ ��� �� ��	 	���������
 �	 	����
������
5�� �� ��� ���� ����	 ��� ���������� �	 �� ���		��� L

���� ���� ���� ����	 ��������� �� ��� ��� ����������	
��� �� ������� �� ������� ���������	0

���� � ��� ���� ����	 ���� ��� 	��� ���������

���� �  �� ��� ����	 �� � ���������� ��� ��� 	���
��� ��� ��� ����	 �� ��� ����� ���������� ��� ����
�������

���� �  �� ��� ����	 �� ���� ���������� ��� ���
	��� ��� ��� ��� ����������	 ���� ��!����� ���
������	�

���� � 9��� ���������� ��	 ��� ��!����� ����	�
 ��� �	
 ��� ����	 �� ��� ����	 ��� 0110
 1001

0101 �� 1010�  �� ������ ��� ��� ������  ���
<�# ����� ��� �����	  ��� <�$�

2��� ���� ��� ���		���� ��������� ������ ������
��� ���� �� � ����	 ��� ��� �������� ��������� ���
	
�����	��  ��������
 ��� ���� ��������� ��  ���	 #
 $

0  1  0  1  0

1  0  0  0  1

���
�
�����������������g1

p ��g1�����g2

1  1  0  1  1

1  1  0  1  1

���
�
�����������������g2

p1 �������
��p

q ��p�����p1 0  1  1  0

:����� $0 )�� �� ��������� ��� -78 �� ��� ����	 ����
	�	���� �� ��� ���� ��  ��� <�

��� & ��	��������� ���������� *���
 ��� ��� ��� ���
��� -78 �� ������ ����� ���� ��� �������� )����

��� -78 �� ��� ����	 �	 ��� 	�� �� ��� ����� ��� ���
-78 �� ��� ��� 	������ ����	 ���	�	���� �� ���� ���
���� ��  ��� <�  �� ������ ��� l���� ����������	 ��� ��
���������� �	��� ��� ��������� ���������
 �	 	���� ��
:��� $0

#�  �
� l���� =5> �����	� ������� �� ���������� ��
� ���������� ��� ��� �� ��� ����� ���������� ���
������ �� �� p�

$�  �
� (l− 1)���� =5> �����	� ������� p ��� #����
	������ p ��� ������ �� �� q�

&� 6���� ��� ������ �� 1	 �� q�

 �� ����� �� ��� ���� ����	 ��� ���������� �	 ��
����� ��� ������ �� ���������	 ���� ��� -78 M 
 ���
	���� �� ���������� ��� -78 �� ���� ��������� ���������
8�� ��� ������	 ��  ��� #
 $
 & ��� < �� L ���� ��
������� �� l1
 l2
 l3 ��� l4
 ��� ��� ������	 �� ���
	
�� M �� m1
 m2
 m3 ��� m4
 ��	���������� )���


L = l1 + l2 + l3 + l4, �$�

M = m1 + m2 + m3 + m4, �&�

m1 = 0, m2 = l2, m3 = 2l3 �<�

	���� �� ��,�������
�� ��� ��	� �� m4 = 0
 ��� ������ �� ���������	

	���	����� (3) �	 ������� �	

L!2l18l22l3

l1!l2!l3!
�(�

��� ,/�� l1
 l2 ��� l3� -���� ���� ��	� 	���	��

l2 + 2l3 = 0 �3�

l1 + l2 + l3 = L �?�

0 ≤ l3 ≤ �L/2� �@�

���� (2) �� (4)
 ��� ����� �� ��� ������ �� ���������	
�� ��� ��		���� ����	 ��� m4 = 0 �	

1
24L

2L∑
M=1

�L/2�∑
l3=0

ML!2L+2M−4l3

(L − M + l3)!(M − 2l3)!l3!
, �4�



����� �	 ������� �� ν̃1� 5������	�
 ��� ,/�� l1
 l2

l3 ��� l4
 ��� ������ �� �����������	 �� ��	�����	 �	
�.��� ��

L!
l1!l2!l3!l4!

�#A�

��� ��� ������ �� �����������	 �� �����	 �����
���		���� �����	 �	 l4−1Cm4 �  �
��� ���� ������� ���
����������� ��  ��� < ��� ��� ��		������� ���� ��� �����
��	� �� ���  ��� < ���� ������	 ��  ��� <�# ��  ���
<�$
 ��� ����� ������ �� ���������	 �	 ������� �	

L!2l18l22l32l4+1
l4−1Cm4

l1!l2!l3!l4!
. �##�

-������ �� ��� ��� ��		���� �����������	 �� l1
 l2

l3
 l4 ��� m4 ����� ��� ���������	 (2) �� (4) ��� m4 ≤
l4 − 1
 ��� ����� �� ��� ������ �� ���������	 �� ���
��		���� ����	 �	 ������� �	

1
24L

2L∑
M=1

∑
l1,l2,l3,l4,m4

ML!2l18l22l32l4+1
l4−1Cm4

l1!l2!l3!l4!
, �#$�

����� �	 ������� �� ν̃2� �� �����
 ��� �������� �/���	�
	��� ��� ��� 678 �	

ν̃ = ν̃1 + ν̃2. �#&�

:�� �����������
 �� 	��� ν̂ ��� 	��� LB	 ��  ���� #�
-���� ��� 678 �� ��� ������
 ���	�	���� �� ���� ���
����	 ���� �������� �	 L
 ��� ����� 	���	 ��� ���
���		���� ��������� 	������	 ��� 678� 1� 	�� ���� ���
678 �	 ������ ����� ���� ���� ��� ����	 ���� ���		����
��� ������

L ν̂ �����
& $�&&(4 A�??@3
@ 3�((A# A�@#@@
#& #A�@@? A�@&?(
#@ #(�$(& A�@<?<
$@ $<�AAA A�@(?#
<@ <#�(AA A�@3<3
3@ (4�AAA A�@3?3

 ���� #0  �� 678 ν̂ ��� 	��� LB	�

2��� ���� ��� ���� ������ �	 ���������� ��  ��� <
�	 �� ��� ����������	 �� � ���������� ��� �������� )���
����
 ��� 678 ν̃ �� ��� ������
 ����� ����������	 �� �
���������� ��� ������� �	 �/���		�� �	

ν̃ =
2Nν + L

Ñ
�#<�

����� ν �	 ��� ���� 678 ��� Ñ ≡ 22L "#A
##%� )����

��� ��!������ �	 ���������� ���� L �	 ������

 �	�����!� �����
��

�	 �	 �/������
 �� �	 ��� ��	� �� ��	��		 ���� �������
��	�	 	��� ���� � ���������� ���	�	�	 �� K ����������	
��� K > 2 ��� ��� �/��� �����	�	 �	 �� �� ���� ����
��	����
 �� ���� �� ����� ����� �� ��� 678 ��� �
������� K > 2
 �� ��
��� �� ��������� ���������
�� ����� �� ��
� ��� ��� ������ �����
 �� ,�	� ��	�

��		 ��� ������ ��� ��� ��	� �� K = 2� 8�� � ���� ��
����������	 �� ������ l �� �/���		�� �	 � 4 × l �����/
������� �� Πl
 ����� ��� ,�	� ��� 	����� ���	 ����
��	���� �� ��� ���������� ��� ��� ����� ��� ������
�� ��� ������ -��� �������	 �����	��� � ���� �� ����
�������	 ��� �� ���	� 	�����	� ����	 �������	 ��� ��
���� ���		���� ���������	
 ����� �� ���� 6 �������	�
 �� �����	 ��� ������ ; �������	� 8�� ��� ���������
��� �� 6 �������	 �� ������� �� pc(l) ��� ���� �� ;
�������	 �� pm(l)� 5�����	��
 pc(l) + pm(l) = 24l�
1� ������ ��� -78 �� ���� �� 6 �������	 �� rc(l, j)

j = 1, . . . , pc(l)
 ��� ��� -78 �� ���� �� ; �������	 ��
rm(l, i)
 i = 1, . . . , pm(l)�  ���
 ν̃ �	 �/���		�� �	

ν̃ =
qc(l) + qm(l)

24l
, �#(�

����� qc(l) ��� qm(l) ��� ��,��� �	

qc(l) =
pc(l)∑
j=0

rc(l, j), �#3�

qm(l) =
pm(l)∑
i=0

rm(l, i). �#?�

8�� �	 ���	���� ��� ����������	 �� ������ l+1� ���
���� �� ���� �	 �/���		�� �	 ��� �� ��� ��������� #3
�������	


⎛
⎜⎜⎝Πl

0
0
0
0

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝Πl

0
0
0
1

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝Πl

0
0
1
0

⎞
⎟⎟⎠ , . . . ,

⎛
⎜⎜⎝Πl

1
1
1
1

⎞
⎟⎟⎠ . �#@�

C	��� ���	 ��������
 �� ��� ������ ��� ������ �.������
�	

pc(l + 1) = 16pc(l) + 4pm(l), �#4�

pm(l + 1) = 12pm(l), �$A�

qc(l + 1) = 16qc(l) + 4qm(l) + 14pc(l), �$#�

qm(l + 1) = 12qm(l) + 12pm(l), �$$�

����� ��� ������� ��������� �	

pc(1) = 4, pm(1) = 12, �$&�

qc(1) = 0, qm(1) = 12. �$<�



-�� "#A% ��� �������  ��	 ��	��� ���������� �����	 ��
��� ��	��� �� ��� ������������� ������
 (13)�
�������� (13) �	 �/���
 �� �	 ��D���� �� 	�� ��� �����

������	���	 �� ���	 �������� � ������ ����� �����	�	
����� ����	 � 	����� ������	���
 ���� �	
 ��� ���		����
��������� ������	 ��� 678 �� ��	 7/8 �� ��	�� -��
(18) ������ �� ���� �� ��� 	�/���� �������	
 ��� �����
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